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1. まえがき
集積回路の設計において，直流回路に対する駆動点特性
曲線や伝達特性曲線などの特性曲線を求めることは，回
路の性質を調べるうえで重要となる．また，非線形回路の
設計・解析において，非線形抵抗の素子特性が種々の原因
により変動を起こしたとき，回路全体の特性がどのよう
に変動するかを見積もることは，より品質の高い，信頼
性の高い回路を開発する上で重要となる．これらの問題
に対し，単体法並びに双対単体法を用いた解析アルゴリ
ズムが提案されているが，これらはインプリメンテーショ
ンの際に数理計画法に関する専門的知識と複雑なプログ
ラミングを必要とするため，初心者や非専門家にとって
は必ずしも実装容易性に優れた方法ではなかった [1], [2]．
本論文では，整数計画法を用いたすべての直流動作点を
求めるアルゴリズムを，前述の特性解析と変動解析に拡
張することにより，実装容易性に優れた区分的線形抵抗
回路のすべての特性曲線を求める方法，並びに集合値写
像方程式 (区分的台形方程式)のすべての解集合を近似的
に求める方法を提案する．
2. 0-1変数を用いた区分的線形関数の表現
0-1 変数を用いて区分的線形関数を表現する方法には
様々な方法があるが，本論文では古くから提案されてい
る  フォームを用いる [3]．
n個の区分的線形抵抗を含む抵抗回路は，一般に次のよ
うな形の区分的線形方程式で記述することができる．
f(x)
4
= Pg(x) +Qx  r = 0 (1)
ただし，x = (x1; x2;    ; xn)T 2 Rn は n次元変数ベク
トル，g(x) = [g1(x1); g2(x2);    ; gn(xn)]T は Rn から
Rn への区分的線形関数（ただし各成分は一変数関数），
P，Qは n  n定数行列，r は n次元定数ベクトルであ
る．また，f(x) = [f1(x); f2(x);    ; fn(x)]T : Rn ! Rn
とする．式 (1)のような形の方程式を混合方程式という．
混合方程式は定式化が困難であるという欠点があったが，
最近，SPICEの過渡解析を用いて混合方程式を簡単に導
出する方法が提案されている [4]．区分的線形関数 gi(xi)
はすべて K 本の線分からなるものとする．変数 xi に対
する初期領域の区間を [li; ui]とする．また区分的線形関
数 gi(xi)の分点を li = ai0 < ai1 <    < aiK = uiとし，
各分点での区分的線形関数 gi(xi)の値を bij = gi(aij)と
する．
式 (1) に対し正の補助変数 ij(i = 1; 2;    ; n; j =
1; 2;    ;K)，0-1 変 数 ij(i = 1; 2;    ; n; j =
1; 2;    ;K)を導入し，yi = gi(xi)とおく．ここで，次
のような混合整数計画問題を考える．
最大化：(任意の定数)
制約条件：
Py +Qx  r = 0
xi = ai0 +
KX
j=1
ij
yi = bi0 +
KX
j=1
bij   bij 1
aij   aij 1 ij
i1i1 <= i1 <= i1
...
ij 1ij 1 <= ij 1 <= ij 1ij 2
ijij <= ij <= ijij 1
ij+1ij+1 <= ij+1 <= ij+1ij
...
0 <= iK <= iKiK 1 i = 1; 2;    ; n
(2)
混合整数計画問題 (2)の制約条件は式 (1)及び x 2 D
と等価であるから，式 (2)を解くことにより式 (1)の解を
求めることができる．
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図 1 特性曲線の描画
整数計画問題は本質的に難しい (NP困難と呼ばれる)
問題のクラスに属するため，少し前までは実用規模の問
題を解くことは不可能とされていた．しかし近年の最適
化アルゴリズムの飛躍的な進化により，最先端のアルゴ
リズムを実装した最適化ソルバーの性能は数年前に比べ
て飛躍的に向上している．本研究は，このような整数計
画法の驚異的発展を背景とするものである．
3. IBM ILOG CPLEX
混合整数計画問題を解くためのソフトウェアについて説
明する．IBM ILOG CPLEX [5]（以下 CPLEXと略記）
は IBM社が提供する，線形計画問題，混合整数計画問題，
二次計画問題などを解くことのできるアカデミックフリー
の最適化ソフトウェアである．
CPLEXには populateという混合整数計画問題用の解
析アルゴリズムが搭載されており，一度の解析で複数解
を求めることができる．また，解プール (solution pool)
という機能もあり，この機能を併用することにより簡単
に全解探索を行うことができる．解プールは解析で得ら
れた複数解を保存する機能であり，設定を変更すること
で混合整数計画問題の制約条件を満たす解をすべて保存
することが可能となる [5]．
4. 整数計画法を用いた非線形回路の特性解析
4. 1 対象とする問題
本論文では 1ポート非線形抵抗回路の特性曲線を求め
る問題を考える．ただし回路には (n  2)個の非線形抵抗
が含まれるものとする．ポートの枝電圧と枝電流をそれぞ
れ v,iとすると，回路方程式は次のような形で表される．
f(x)
4
= P
2666664
g1(x1)
...
gn 2(xn 2)
i
3777775+Q
2666664
x1
...
xn 2
v
3777775  r = 0 (3)
そして，目的関数を vとし式 (3)を式 (2)に代入するこ
とで得られる混合整数計画問題を CPLEXを用いて解く
ことを考える．
4. 2 特性曲線の探索
CPLEXでは populateによる解析を行った場合，離散
変数 (整数変数)の値の組み合わせ一つにつき解を一つ出
力する．整数変数の組み合わせは各線形領域に一対一対
応する．目的関数を vとし，最大化を行うと各線形領域内
で v が最大の端点が求められる．この混合整数計画問題
を目的関数 v の最大化，最小化の２回解くことで解曲線
が存在するすべての線形領域で解曲線の端点 (図 1参照)
が求まるのでそれらを結ぶことで特性曲線を求めること
ができる．
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図 2 特性曲線の端点 (例題回路 1,K=10)
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図 3 図 2 の端点を結ぶことで得られた特性曲線
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図 4 特性曲線 (例題回路 1,K=50)
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図 5 例題回路 2
5. 数 値 例
例題 1 文献 [6] の例題 2 で解かれている回路に対して
N = 10とし，分割数は K = 50として本手法を適用し
た．得られた結果を図 4に示す．K = 50程度にするとか
なり滑らかな曲線が得られることがわかる．計算時間は
10秒であった．
例題 2 文献 [6]で例題として解かれている図 5のトランジ
スタ回路に対して本手法を適用した．分割数はK = 32と
し，得られた結果を図 6に示す．計算時間は 7秒であった．
6. 整数計画法を用いた非線形回路の変動解析
6. 1 対象とする問題
非線形抵抗の素子特性が，「二つの区分的線形関数に挟
まれた非凸多角形」で表される集合値写像で与えられる
場合を考える．ただし，この集合値写像は区分的には縦
軸が平行な台形で表されるものとする．このような集合
値写像を区分的台形写像を呼ぶ．以下，式 (1)の g(x)が
このような区分的台形写像となる回路 (区分的台形回路)
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図 6 特性曲線 (例題回路 2)
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図 7 解集合 (変動領域) の描画
を考える．
ここで，式 (2)の yi に関する制約式を次のような式に
置き換えた混合整数計画問題を考える．
yi >= b
L
i0 +
KX
j=1
bLij   bLij 1
aLij   aLij 1
ij
yi <= b
U
i0 +
KX
j=1
bUij   bUij 1
aUij   aUij 1
ij :
(4)
式 (4)は区分的台形写像の上下の区分的線形関数を表す．
6. 2 変 動 解 析
変動領域を描画したい 2次元平面を (xp; xq)-平面とす
る．先ほど考えた混合整数計画問題を xp を目的関数とし
て最大化・最小化で 2回解き，次に xq を目的関数として
最大化・最小化で 2回解く．このとき前述の CPLEXの
性質により，図 7に示すように，解集合 (変動領域)が存
在する各台形領域に対して，その解集合を含む最小の長
方形が得られる．したがって区分的台形方程式のすべて
の解集合を近似的に求めることができる．
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図 8 温度変動により得られる集合値写像
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図 9 変動領域 (例題回路 3)
7. 数 値 例
例題 3 文献 [2]で数値例 1として解かれている回路につい
て考える．温度を 2020℃に変動したときのEbers-Moll
モデルの指数関数は図 8のような集合値写像で与えられ
る．これをK = 100の区分的台形写像で近似し，本手法
を適用した時の結果を図 9に示す．
例題 4 文献 [2]で数値例 2として解かれている回路につい
て考える．電圧-電流特性の変動幅を 0:6，K = 100とし
て区分的台形方程式で記述し，本手法を適用した時の結
果を図 10に示す．この図で黒丸の点は変動がないときの
解 (9個存在する)を表す．破線が SPICEを用いた感度解
析での結果である．
8. む す び
本論文では，整数計画法を用いた非線形回路の特性曲
線解析及び，変動解析法を提案した．本手法はインプリ
メンテーションが容易であり，特性曲線解析ではCPLEX
を 2回適用するだけで，複数の特性曲線が存在する場合
でもすべての曲線を求めることができる．また変動解析
では CPLEXを 4回適用するだけで，複雑な形状の変動
領域を精密に求めることができる．
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図 10 変動領域 (例題 4)
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